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Aufgabe 1

Fiir x # 0 ist f als Produkt differenzierbarer Funktionen differenzierbar mit

d a1 . (1 " 1\ 1
— =a|z|* " sin (7) — |x|* cos (*)*
x x

dx x2
Fiir z =0 gilt f(z) = 0 und damit
_ a 1y 0 a
g 1) =IO) _y lttsn) =0l 1y
z—0 r—0 z—0 x—0 T T

Es gilt die Abschitzung
@ 1
—|zj*t < |x—|sin <7) < ot
x x
und fiir @ > 1 und  — 0 kann das Einschlusslemma angewendet werden mit
|z

1
0<—sin(—) <0
x T

|z
T

* sin(1) = 0.

x

mit dem Ergebnis lim
z—0

Aufgabe 2

Der Beweis wird iiber Induktion gefiihrt.
Induktionsanfang. n = 1. (fg)) = (fg)’ = f'g + f¢’ nach der Produktregel.

Induktionsschluss. n — n + 1.
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Wegen %xg’ =0 fiir k£ > 3 gilt
(x3e£)(1999) =23 + (19199> 3z2e” + 6(19299> re® + (19399> 6e” (5)
O
Die angegebene Funktion kann auch geschrieben werden als
f(z) = z(1 4 2zsin (%)) =z + 227 sin (%) =+ 2g(x) (6)
mit

Die Differenzierbarkeit von g auf R wurde bereits auf Seite 155 gezeigt. Damit ist auch f als additive
Verkniipfung auf ganz R differenzierbarer Funktionen auf R differenzierbar.
Es ist

F(0)=1+2¢0)=1>0 (8)

O
Aufgabe 6

Aus f' > ¢ folgt fiir beliebiges y € (a, b], dass

=10 5 S=90) 1) - g00) 2 Fla) - gla) 20 9)

und damit f > g. Das Ganze verlauft analog im Falle f' > ¢'. Beziiglich der Anwendungsfille ist log(1) =
0>1-1=0und {log(z) =2 > 2L (1-1)= 2L Die andere Ungleichung beweist man analog.

Aufgabe 7

Zur Losung der Aufgabe gehen wir vor wie auf Seite 147. Wir betrachten die monotone Transformation
f(x) =log((1+ 1)***) = (z + a)log(1 + 1). Dann ist

O

1 —1
f’(m)zlog(l—i—;)—f—(x-l—a)l_i_%-P
1 T +a
—log(1 + =) —
og( Jra:) 2+
1, 1+
—log(14 —)— — =
og(1+ ) P
Sei nun [ := 1 mit g(I) = g(1) = f'(z) und
1+al 1+al [+ al?

g(l) =log(1+1) — ) =log(1+1) — 17_”1 =log(1+1) — (10)

1+1
Nun ist g(0) = 0 und
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Jg() = 1%% — (1 +2al) - ILH — (I +al?)- (1il)2
1 ((1+2al)(1+l)f(l+al2)
1+1 (1+1)2
(1+0D2 -1 +2al)(1+1)+ (I +al?)
- (1+1)?
14+204+12—-1—-1-2al —2al®> + 1+ al?
- (1+1)2
12 + al? — 2al? 4+ 21 — 2al
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Dann gilt aber klarerweise ¢’'(1) <0 <= a>1und ¢'(I) >0 < a <0 firl € [0,00).
Fiir a = 1 stellen wir eine gesonderte Betrachtung an. Betrachte hierfiir die Ausgangsfunktion

L 1 x+1 _ xlog(l-&-l) 1ye
ha)i= (1+ )™ =e (1+-) (11)

Dann ist fira=1

1 1 1 -1
. (z) = e*loa(+3) <log (1 + ;) T 1) (1 + *) + e“og(H%)P

_ oY) (oe(1 4+ 1)1 Sy L1
‘ (log(1+ -)(1+2) — = — )

<0firz>0

Aufgabe 16

Die zu zeigende Ungleichung ist wegen x > 0 dquivalent zu

m sin(z)

2
Definiere nun f : (0,%) — R,z gw Dann haben wir aufgrund der L’Hospitalschen Regel den
Grenzwert

1< (12)

. ~..oomwsin(§) . meos(§)

fm fl) = lim 5= =lmo— =5 >1 (13)
Nun gilt tan(z) > 2 fiir x € (0, F), weil g(0) > 0 und ¢’ > 0 fiir g : [0,00) = R,z > tan(z) — z (vgl
Aufgabe 6). Dann ist aber

2 sin(x) cos(z)  sin(x) m scos(z)  sin(z)
t e e S e\ R e S R S /
z < tan(zr) <= x<cos(x) - 2 2( 3 3 ><0<:>f(x)<0
(14)
fir z € (0, 5). Also ist f streng monoton fallend auf (0, 5) mit §lim Z smg(é) = 1. In der Konsequenz muss
%

dann aber f((0,%)) € (1, %) und damit f(z) > 1 fiir z € (0, §). Das ist die Behauptung.

O
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Aufgabe 17

7 &= "7 : Sei zuerst f(z) > f(a) + f'(a)(x — a) fur alle ¢ € I mit € I. Dann folgt, dass f'(a) <
% fir £ > a und f'(a) > w fir z < a. Also gilt genau die Bedingung aus dem Beweis des
Konvexitatskriteriums auf Seite 158. Damit ist f konvex.

7 = 7 : Sei nun f konvex. Hier unterscheiden wir danach, ob z > a oder = < a. Fir z = a gilt die
Aussage offensichtlich bereits. Sei also > a. Dann wissen wir aus dem Beweis des Konvexitatskriteriums

von Seite 158, dass dann

7o) < T2 40y > )+ (@) - a) (15)

Sei nun & < a. Dann entnehmen wir der gleichen Stelle, dass
T =T < play = fla)-f(@) < Fla)a-a) = f@)F(@) > fla)e-a) = () > fla)+f(a)(z—a)
und damit erhalten wir insgesamt die Behauptung.

O



